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PROBLEME. 

UN CORPS ÉTANT ATTIRÉ EN RAISON 

RÉCirROquF (TU A R R É E DES DIST.U’CFS VERS DEUX 
POINTS FIXES DONNÉS, TROUVER LES CAS Ou' LA 
COURBE DÉCRITE PAR CE CORPS SERA ALGÉ- 
BRIQUE, 

ke'soui par M. EULE R. 


Y oilÀ un problème qui paroit au/fi important que difficile. On 
convienr aujourd'hui, que l’Aflronomic feroit portée au plus 
haut degré de perfection , iî l’on trouvoir moyen de déterminer le 
mouvement de trois corps, qui s’attirent mutuellement en raifon réci- 
proque quarrée des difbnces. Mais tous les foins que les Géomètres 
ont apportés jufqu’iei pour cet effet ont été inurilcs; ils y ont rencon- 
tré du coté de l'Analyfè des obftacles invincibles, malgré les grands 
progrès qu’on a déjà faits dans cette étude. Donc tous les pas 
qu’on put fie faire pour approcher de ce grand but, feront très impor- 
tans. C’ell dans cette vue, que je me fiiis appliqué à la queüion, où 
deux corps étant fuppofes fixes, on demande le mouvement d’un 
troificme, qui y feroit attiré fuivant la loi mentionnée. Je crois que 
tous ceux , qui voudront entreprendre la folurion de cc problème , y 
trouveront des difficultés, qui leur paroitront presque suffi infurmon- 
tables, que dans le grand problème fondamental de TAflronomie. 
l)n moins, tanr qu’on ne fiuroit fiirmonter ces moindres difficultés, on 
efpéreroit en vain de fiirmonter les plus grandes. Or c’elt après 
bien des efiàis inutiles, que je fuis enfin parvenu à la folurion de ce 
dernier problème par un lézard occafionnè par une erreur finguliere 
qui m’y a conduit. Ayant trouvé cette fblution j’ai remarqué, que 

parmi 
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parmi l’infinie variété des combes, que le corps attiré vers deux cen- 
tres fixes peut décrire, félon la vitefie 6c direétion qui lui aura été im- 
primée au commencement; il y a des courbes algébriques, dont la re- 
cherche demandant une addrefie tout nouvelle de l’Analyfe» me pa- 
roit à tous égards digne de l’attention des Géomètres, 6c c’eft le fujet 
du problème que je me propofe de traiter. 

Four y réuffir il faut expédier les articles fuivans: 

Premièrement , il faut chercher les furmulcs différentio- différentiel- 
les, qui renferment en général la détermination du mouve- 
ment du corps. 

En fécond lieu , il faut intégrer ces formules pour avoir des équations 
différentielles du premier degré, qui contiennent les toixdu 
mouvement. 

Eh troifieme lietty il faut ramener ees équations à la réparation des 
variables, pour conftruire le problème par des quadratures. 

En quatrième lieu enfin, il s’agit de déterminer les cas, où la courbe 
décrite devient algébrique. 

Ces quatre articles, dont je déveloperai chacun fcparémenr, mène- 
ront à la folution du problème propofe. 

pr.emier article. 

3, Soient A 6c B les deux centres de force, 6c qu’un 

corps à la diftance zr s fuît attiré vers A par la force ~ — , 6c 

g 

vers B par la force ~ — , de forte que A 6c B marquent la ver- 
tu attraflive abfolue de ces deux centres. Soit outre cela leur diftan- 
ce A B “ a, 6c que le corps attiré par ces deux cenrres, du mouve- 
ment duquel il eft queftion, fè trouve à prêtent en M. Nommons 

Ff 3 fes 


Planche Vf 
Fig, t. 
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fes diftanccs aux ccnrres de forces AM zz de BM “ u t les 
angles de ABM “ ij, de forreque 

a fin « _ afin? 

— ' oc u — b 


fin (g tj)’ 


fin (ç 3 — f- t])‘ 

Ayant riré de M à AB la perpendiculaire MP, pofons outre cela 
AP ZZ & PM ZZ y, & nous aurons: 

y — ‘vcciC?: y”i/ fin ^ZZ« fini), de BPzZ<? ;rZZwcof7|, 

2. Cela pofé, le corps M étant attiré vers A par la force 
A 

■ — : . — ^ la décompofition de cetre force donne pour la direction AP 

* tt 


la force zz 


A x A col g 


vv 


de pour la direction PM la 


force ZZ 


A y Afin f 


vv 


. Enfuite l’attraéïîon du centre B 


donr la force eft zz — donne par une fcmblablc décompofition 

u u 

B (.t — -v) Bcofij 


nu 


pour la direction AP la force — 

n , , , t Bjy B fin»; 

& pour la direction PM la force zz r — — , de 

forre que le corps M eft folliciré félon les direflions fixes de nos 
coordonnées AP & PN en tout: 

A* B (.t H— x) 

félon AP par la force zz — 1 1 

, A y By 

félon PM par la force — — — -y. 

Il cft évident que je parle ici des forces accélératrices, & que 
je fuppofe le mouvement du corps M fe faire dans le même plan 
avec les centres de forces A de B. 

3. Soie 
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3- Soit maintenant l’élément du rems ~ dt, qui étant pris 
pour confiant, les principes de Mécanique nous fourniffent ces deux 
équations diffère ntio - différentielles : 



où g marque Une cerraine confiante introduite pour ramener les con* 
cluiions à des mefures abfolues. Mais, comme ici iJ ne s’en agit point, 
il nVfl pas nécellàire d’expliquer ce qui regarde la valeur de cette let- 
tre g) il fufîic de la regarder en général comme une confiante. 

SECOND ARTICLE. 

4. Pour trouver les intégrales de ces deux équations diffé- 
rentielles du fécond degréj je remarque d’abord que, puisque 

vv — xx *4— yy j & au “ (a x ) 2 —J— y y, 

il y a, en différenciant: 

vdv — xdx ~^-ydy\ & udu “ {a — 4 ) Jjr 4— y dy. 

Donc, multipliant la première équation par 2 dx ôc l’autre par 2 dy, 
leur fbmme donnera: 

ïdxddx^dyddy^dt^- A (^+Æ _ 9H«~*y*+y$)\ 

qui fe réduit à cette équation intégrable: 

2 dxddx H- idyddy " 4gdt 2 
dont l’intégrale efl évidemment: 

**' -H V = «** (7 •+- 7 - 4 - 7), 

où C efl une confiante introduite pour rendre l’intégrale complet», 

5. Si 
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y. Si l’on veut, outre les dittances v Ôt u, introduire les an- 
gles £ & î), à caufe de 

dx — dvcoC ^ — vdgGng-, 6c -J- c-^cof^, 

on aura 

^A- a -J- dy* — i/Wj”-, 

& encore par une femblable maniéré: 

(/a 2 — }— dy 2 ~ ^a 3 — }— uud^y 
où il faut remarquer que (</.v 3 — \~ </y 3 ) marque l’élément de la 
courbe, décrit pendant le rems dt\ & partant le quarré de la vitefle, 

A H C 

que le corps aura en M, fera proportionnel à cette formule — 4 *“ 4 — * 
Au refte l’équation trouvée dans le §. précédent fera 

âv 2 — J— vvdÇ 2 ~ 4 gàt 2 — ] — — —J— 


6 . Mais,' ayant deux équations differcntio-diffcrcntielles, il en 
faut chercher encore une intégrale, ce qui ne paroît pas fi aifé. 
Pour cet effet je change les équations principales dans les formes 
fuivantes: • 


jt d à y— y ddx znzgdt 2 ^ — - zg G ait 2 . ^ , 

(a-x)ddy + y<Mx t -= **<**(- 7?) =- ^ 


où je remarque que xddy y ddx cft le différentiel de x cl y 

ydx i & (4- — x)ddy -4“ yddx le différentiel de ( a x)ây 

-J- yâx. Or, puisque x — v cof<f, & y — v fm çf, nous 
avons xdy — ydx zz. vvâ^ & puisque n — x — u coftj, 
& y ~ «fini), nous avons {a — x)dy -}- ydx — nuà t] } 
d’où nous tirons ces deux équations: 

-dÇwdfi^-zgBadt*,^, & d(uuàiü—--2g\adt*. Ç ^. 

7. Mul- 
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y. Multiplions -en la première par uudy , & l’autre par 
vvdÇy pour avoir leur fomme 

uri. ■% d(yvà + vvdÇ. d(tm »))z= -j- zgadt 2 (—hdÇ fin<f — B.,tj fin»)), 
dont l’intégration fournit: 

vvuud? drj ~ zgaât 2 (A cofg* B cofi) — }— D), 
qui éranr jointe à celle que nous venons de trouver 

dv z -J- vvd “ 4 gdt 2 (~ -h 7 4- 7)» 

renferme la détermination du mouvement. Or maintenant il eft aifé 
d’en éliminer l’élcmenr du tems dt , d’où nous parviendrons à ccttc 
équation 

/i(dv a — }— vv dg 2 ) (A cof^ -f- B eof») -f~ B) ~ 

2 t/v u » df dri ( — -4— — — f— — 

\ v u a 

qui exprime la nature de la courbe décrite par le corps M indépen- 
damment du tems. 



TROISIEME ARTICLE. 


8. Pour intégrer certe équation, fi cela fc pouvoir, ou pour 
en trouver feulement la cnnfhuition, il faut obfèrver qu’elle ne con- 
tient en eff^t, que deux variables, puisque les angles £ de »), dépen- 
dent des di dances v de de réciproquement. Si nous en voulions 
éliminer les angles g* & ij, nous parviendrions à cette équation en- 
tre v dt u. 


... , , . ./À(/w4 -vv—ttti) Bww4 w/—vv)4-i D.a 

((udv — udiî)(udv' — vdit)-\- aadvdit){ * — -j j 


((/M— tW— tlu)Jv+ 2 nvdu)(((l(l—vv—uu)jtl f 2 uvdv)(^~ -J- ~ + 


Gg 


Mita. <U CAcad. Tom. XVI, 


Mais 
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Mais je crains fort que routes les peines ne feroient inutiles ; qu’on 
voudrott bien fe donner pour réfoudre cccte équation fi embarraffée, 
où jncme les différentiels âv & du montent à deux dimenfions. 


II vaudra donc mieux éliminer les diftanccs v & u par 

Or, 


c a fin<f 

OC U ~ ' 


les formules v ~ — -, 

fm — }— T t ) fin j); 

pour la formule dv 1 -4— vvdÇ 1 ~ dx 2 — j— Jy a , fervons- nous 
plutôt des expreifiens 

/7 cof<f fin J) _ _ _ ûün? fin J] 

'=’”* = & ' = ,fin <= kT+T)’ 

d’où nous tirons par la différentiation 

j nd<? fin f) cof»j — j— ady fin^ 1 cofçf ^ 

/iJg’fïnJ] 1 -f- /i drj fin £ 3 

J “ Ïïn'cr^^ ’ 

5c en ajourant les quarrés, nous aurons: 

' V + ** ” ■fin(f + ^ 


qu’il faut multiplier par ^(A cof<^ — J— B cofjj —j— D) pour avoir 
le premier membre de notre équation. 


10 . Enfuitc, ayant wuu rr -c 


- a* fin £* a finrp 


Iin (^ -f- )])«’ 
^ finçf a fin J) : 


nous aurons 


2vvnu dg dy ~ — ■ — ~ j qu’il faut multiplier par 


( 


A fin (<? 


fin )) 


EfinC^ 


0 


lin ^ 


=)7- 


pour 
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pour avoir le fécond membre de notre équation , lequel fera par con- 
fisquent: 

fîn ^ fi ° + b fin,) fin ^ ^ + c fin ^ fin i)» 

qui doit être égal à 


a 2 (d^Cin^ 2 -f tfy- fin^ 2 — 2^Ajfiri£ ) fint(cof(£ ) *f ï })) 

fin 


(Acof^-J-Beofi) -fD). 


Divifons de part & d’autre par - — —r. , &. nous curons 

fin -4- V 

(r/^fini^+r^finç^ 1 — 2</^i)[in^fin))co^ -f-i)'(Acof^+Bcofï)-fD)~ 
2 ^/tîfin^iin^Afin^fin^f »))-J- I 3 finijfin(g , f ij)f Cfin^fini)), 
qui fê réduit à cetrc forme plus fimple: 

(dg 1 fin ») 2 -f à )] 1 fin^ 2 ) j(A cof^ -f* Bcofi) + D) ” 

2 dÇdy fin g fin») (A co f») -f Bcof^* -j- Çiin^fin») -f- Dcofi^-f *)))■ 


i r. Puisque cof(f -4- tj) “ coftf cof?) — fin^fint), po- 
fons C — D Ê, de forte que C ~ D -f- E, & notre équation 
fera repréfenrée en force 

c _i i j ir j)> n-r ;r Acofij-f BeofÇ-f-Dcof^cofjj-f-Efinffit) 
^-ImfWfin^^^fin, ~ A ^ + n io i n hr~~’ 


Pofons pour abréger 

A cof») — j— B cof^ — f- D cof^ co ftj — E fin^* fin!) ~ P, 
A cofçf -f- B cof») — h- D ” Q, 

& l’extraflion de racine de notre équarion donnera 

i{ fin, = £iM(L± m_=LQ.QJ, ■ 

ou blcn r,isî? - — ~ q: ■ 


Or, puisque 
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P ■+• Q. -h V(PP — QQ) ___ V (P 


P — —b VcPP — QQ) “ V(P - 

notre équation fera réduite à cette forme moins embarrafféc; 

fin 7j — | — V (P Q) 

fin?) — V (P — Q) 


Q) 

Q)* 


12. Puisque les variables & î) font encore extrêmement 
mêlées enfemble, pour voir plus clair, faifons ces fubttiiuons 

1 „ . à? ètp ât\ ât 7 

tan S' i £ —P ) &tang|î)— q, pour avoir 

& notre équation prendra cette formule; 

H- pd<J _ w P + Q. 

pdy " P 

Or il y a 

P + Qzz (A -f B) (cofij* *f cofij) + D(cofij*cofi)4- 1 ) -f Efing* fin»), & 
P— Qin (A -f B) (cofij*— cofij) + D(cofij* cofij— 1 ) + E fin^ fini). 


Mais, ayant en vertu de notre fublhrurion: 


«"*<? = r 


V(. -+-PPŸ 


fin 1 î) ” 


nous en tirons; 


VO 


99Ÿ 


co f|£ ~ 


fin £ 15 “ 


vci -+- />/>>’ 


VO 


wY 


îmçzz — ; cofij*=: fin?) z= — ; cofij = l~9î 

s f+W *+/? i+ÇÇ *+9f 

& il refte à fubftituer ces valeurs dans les formules de P — f- Q 
& p 


*3- Or 
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Or ces fubftitucions donnent: 


‘■of^.-t-cofi) ! H ~ pp ~ r ~ i~hqq -h??)’ 

. ro - _ r*. , 0 PrXl W) , . _ 3 +W 

COI C COI I 7 ; rr ; r — f“ 1 T~ 

O-h/zOO-Hz) O 


* — M 

I — f ~qq 


2 2ppqq 




4Z’^ 


fm ^ finT i (i H h;;) (ï -H 77/ 

cof,-coffz= - i±Œ = -ÎZ.TZ3ÎL-. 

1 -H?? i H-zy> ( * > '/v-0 ( * ~h <i'i) 

nCPrnCn t — il ^X 1 14) , — *PP 

coi ç coi T| - 

De là nous rirons 

PH~ Q (A -f- B) C i — pp g_ y) H- O (_ i ~\~ppqq) ~j~ 2 Epq 

P (A B )(pp qq) D(pp-j-qq) -\~ 2 Epq\ 

où il arrive fort à propos, que le numérateur eft une fonftion de pq y 
& le dénominateur une fon&ion homogène de deux dimenfions 
de jp & q. 

14. Ceirc belle propriété nous engage à cette fubftitution 

pq " r, & — ~ f , de forte que pp “ rt 7 & qq “ — ; 

q s 

& de là nous aurons 

P H— (A H— B)(i — rr) H~ D(i H— rr) H— eE /• r 

p Q_ (A — Bj(j/ — 1) — D(jjH“ i) H~ -EJ 1 ' qq* 

ou bien 

P H~ Q s AH— B H— D -H 2 Er — (AH - b — T))rr 

P ■ y B ■ ■ A — D H- 2 E s — ■ ■ A H — D} s s 

Gg 3 


Or 
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Or les mêmes fubftiturions fourniflent 

qâp pdq “ dr t qdp pdq ” qqàs 

\ 

donc 


rdr 


qdp — 1~ pdq sdr 


qdp pdq rds 

Par confisquent, nous obtiendrons par ce moyen cette équation féparée 


dr 

V(JK -t-B + D> + sErr — (A D> 3 ) — 

ds 


y ((B A D)r —y 2 Err (B A -f- l))r 3 )’ 

laquelle pouvant être construite par des quadratures, ou meme par 
des arcs de feÛions .coniques, elle fournit la conftruclion de la cour- 
be cherchée. 


i j. Ayant airtfi réuffi I trouver une équation différentielle fc- 
parée pour la courbe décrite par le corps M, je ne m’arrêterai pas à 
déterminer la loi du mouvement. On n’a qu’à prendre l’une ou l’au- 
tre des équations du 7 . & en tirer la valeur du tems t En faifant 
le calcul, qui pourroit paroître d’abord fort ennuyant, mais qui fc ré- 
duit à la fin à une belle iimplieicé, on trouve 

dt V 2 g drVr 

~7vT ~~ (t — .;yy(A-yB-hD-y 2 Er — (a+-b~ dJ7) 

^ dsYs 

^ ) aÿ^ïîH. A— D-f -2 Es — (B — -A -h U)7T) 

Au refte les deux lettres D & F. marquent des quantités confiantes, 
qui dépendent du mouvement qui aura été imprimé au corps dans le 
commencement. D’où il cit clair que, félon les diverfes valeurs de 
ces deux lettres D Sc E, les courbes décrites peuvent varier à l’infini,- 
dont la plupart feront ouvertement des courbes tranfeendantes , ce- 
pendant il y en a aufli d'algébriques, comme nousle verrons bienrôt. 

qju a- 


ARTICLE. 
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(QUATRIEME 

1 6. Il s'agir donc de déterminer les cas, ou les valeurs des 
confiantes D & E, oùle rapport des quantités r & r, puifle être 
exprimé par une équation algébrique. Or le rapport de leurs diffé- 
rentiels étant 

âv , 

Y ((A ■ ( ■ B — 1 — D)r - | 1 2 Err (A — [— • B 

d s 

f(B - — A — D)j H- a &ss — '(B — A -f- 

je le repréfenterai pour abréger en forte 

âr ds 

Y (ar — f— 2JLrr - 4 “ S*" 3 ) Y(ys —f- aErr —J— ir 3 )* 
de forte que 

a— A+B4-D; g— D-A-Bj y— B-A-D; izzA- B-D, 

où j’obferve que, s’il était a ~ y, & g ~ le rapport entre r 
& s pourroit être exprimé algébriquement- Mais ce cas ne fauroit 
avoir lieu, à moins qu’il ne fût A ~ o, & D ~ o, ce qui eft le 
cas où le corps M feroit attiré au feul centre B, qui eft déjà très 
connu d’ailleurs. 

17. Mais cette reffemb’ance des dénominateurs peut avoir 
lieu plus généralement r ~ mx^ & s ~ vy } pour avoir: 

dxY vi dy Y w 

Y (cur — 2 E mxx — gra ;« .*■ 3 ) ~ Y(yy— }— 2E nyy — î~Jîiüy 3 ) 7 
ou bien 

dxYyvt * lyY 

Y(& y.r + 2 Mywxx -f gymmx 3 ) Y {&yy -f 2 1 ± a r yy -f oénriy 3 )’ 

Maintenant les dénominateurs feront fembînblcs , fi ym ~ att, & 
Gy mm — cJ/ïw, ou a esgy rrtfyyJ, donc ag “ y<?, & 

partant DD — (A -J- B;* — DD — (B — A)% d’où il 

s’enfuie 
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s'enfuit) ou A ~ o, ou P zz o, ce qui encore efl le cas où le 
corps eft attiré vers un fcul centre de force, Scqui n’a aucune difficulté, 
puisque la courbe cil toujours une feélion conique.' D’où il fcmble, 
que d’autres cas ne font pas potables. 

1 8 Cette conféquence efl suffi jufte, tant que la confiante 
E n’efl pas zéro.' Mais, dès que nous prenons E ZI o, pour la 
refTemblance des dénominateurs, il fuffit qu’il foit Çy mm ZZ a $nn. 
Soit donc E zi o ; mm zz a ôl nn zz ÇyÆ , ou bien 
r zz xYaHk, & s — yYSyk ; à. l’équation à réfoudre aura 
cette forme 


dxYa,yyàk dyŸ aaSyk 


Y(o.yx a£y<U‘.v 3 ) Y(&yy -H a^y Hy 3 ) 

4 4 1 

âxYyb dyYa-G 

— VG 


0U ■- êJYy 3 )' 

où les dénominateurs font femblables ; ce qui eft une condirîon rcqui- 
fe pour rendre le rapport algébrique. Mais il faur outre cela que les 
cocffkiens des numérateurs aient un rapport rationnel, lequel étant 
pofé comme (i à v nous aurons yê\ a$ zz f* 4 : v 4 , & partant 
DD — (A — 13)* ; DD — (A -|- B) a — ^ ; v 4 . 

iÿ. Je dis donc que, toutes les fois que la confiante E éva- 
_ pi 4 (A -+- B) 1 — i> 4 (A — B) 2 


nouit, & que 1JD 


(L 4 — v * 


ou 


bien E ^Z o , Ôt D I) ZZ A A — j— B B — [— 


2 A B ;'(j. 4 


s 4 ) 


m 4 r 


les lettres fi & v fignifiant des nombres entiers; dans tous ces cas 
je dis que la courbe décrite par le corps M fera algébrique. Car, 

i 

Ts l 

/ ^ """h - A — B.- 

t — xY ^ - g/, & fZZjrVj 


pofant k zr & partant 

A -b- B. 


D — A 


D 


B, 

B hy 


notre 




norre équation à réfnidrc fera 
j \idx 


v J y 


y (x _f_ âx 3 ) y (_y -j-“ 

de laquelle j’ai démontré Ailleurs, que fon inrégrale & meme k com- 
plètes, cil algébrique. Mais ce rtc intégrale fera d'autant plus compli- 
quée, plus le rapport des nombres jü & v ci t compofé. Or cela mé- 
rite d’être développé plus en détail. 

20 . Rien n’empêche qu’on ne mette h — r; car, qu:nd 
meme les quantités x & y deviendroient imaginaires , en remontant 
aux quantités primitives t), ou v 7 rq il n’en réfultcra aucun incon- 
vénient, & la réalité y fera toujours rétablie. Or, ayant trouvé l’inté- 

gralt de cette Équation = & pro 

/ 2 A B (ii* '—t — p* } N 

nant D = VfAA -f- BC -1 } 

P ■” 

qu’à fub'îituer dans l’intégrale 


h p 4 A 
ri )' 


on n a 


yï5-j-A-4-B ,, . « 

*V \ÿ^ü ” t!in S'H :an si ^(7 


fin <f fin j) 


+ cuff)(i+cofT}) 

y (i—toCÇXi-wL'i) 

(l+CO0(l-f COfïj)’ 


y D + A— B P T > . r ïinffini) 

> y u^Â+ïi^ J =7= rjns ^°^- f,+côgK-co M = 

y 


‘(l+CO^K I— coftj) 

(r— eofg ’jÇ i+cofi]) 

0 +cof^) ( i cof^) } 

pour arriver à l'équation algébrique de la courbe décrite. 11 ne s’agit 
donc que de trouver l’intégrale de l’équation 

p,dx _jly_ 

y { x ~-f~x r ) ~ vw% y 1 ) 1 

AUj». dt T Acad. Totn. XV î. H 11 


& 


# 242 # 

5c pour cet effet il faut commencer par le cas (t ~ v ZZ I, Ôc de 
là monter fuccclfivemcnt à des plus grands nombres. 

Intégration de l'équation 
à x H y 

v(* ~~ vo -Pÿ 1 )' 

21. ' Au défaut d’une méthode direéfe de Trouver le rapport 
enrre les variables jt, 5c y, je me fèrvirai de la même méthode indi- 
recte, que j'ai expliquée autrefois en fuppofànr l’intégrale 

o=3{+223 (-r+y) + (T (xx +yy)+ z&vy + 2 <£xy (■*■+>’) + %x*yy, 
dont l’excraétion de racine donne: 

— 33 — Æ>y — <Eyy +V((23 + £>y + ffyy) *— (St + a gy + (Tyy)((T-(- 2 gy-j-gyy)) 

x “ <E+2(ry+îS>'y * 

((23+ + (Tr.r) 2 — ; 51 + 2 53.r + (£rrX(£ + 2 ©r+ -J jrr)) 

y — Ç+2 (£x+$xx 

Donc, pofànt pour abréger les formules îrrationellesr 

T / ((S3+S5*r+<5!-ï‘^ 2 “C^+2SSr+(î:jf , x)((î:+2(£jr+jJ^))“ X, 
V«SB +CDy + £> 7) 2 — (31 + =S3y + <£yy) (£ + affj» + $yy))= Y, 
nous aurons: 

-h*Çy-f“2 Q£xy -+- g-r.ry = X T 6c 

23 4- £>7 4“ £yy -H!>4- = <£*y -+- $*yy = Y. 

22 . Or l’équation fuppofée étant differemiée donne 

— f— ^ C25H— (T-f 4- ©y -h a<£*y H— (Tvy 4- f-»'yy)1 

4~“ dy (23 -+- S}' 4- £> r 4- 2 (T-ry 4— (E-V-r -l- $ v.vy) j °’ 
laquelle, en imroduifant les valeurs irrationelles X Ôt Y, Ce change en 
«.eue forme 

Ydx — Xdy = o, ou bien ^ “ ~. 


Voilà 
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Voilà donc une équation différonûelle entre x & y, où les variables 
font fêparées, St dont l’intégrale elt précifémcnt l’équation algébrique 
fuppofëe. Cette équation cft aufli infiniment plus générale que la 
propofée, & on voit bien que celle- ci y dt comprife. 

23. Donc, pour rendre les formules X & Y fcmblablcs aux 

propofees V" (r -+- x3 )> & V (.y 4~~ 4), les coëfîiciens 

% 55) £, &c. doivent être déterminés en forte qu’il devienne: 

iô'h-'M—o; <£<£-€$— o, & XX-253 o. 

Donc b - m; <£=v<z$ t 

ou 55 — +, (X — 1 — y&S 1 )- De là nous aurons: 

-\=y( 2 .v( 552 ) - 9 l£-©£) + > ou 

x=y(ax©vîK!:-s(v<iæ^yî^ 

qui fe réduit à cette forme: 

x = yac^yc— ysics — 

Il faut donc prendre © ” — £ — VS t;J, pour avoir: 

X — :y — (Vîtes H- CVCXrVîl 4“ ^VS, & 

y — 2 y — (Vîtes -y eye)()*yst 4- y vg, 

24. Pofbns donc S — ?f, & nous aurons 

x> “ — 2i — e, 53 - ysie, & e = vas, 

St partant 

x ” iy — ( 2 i 4- ex* 4- ^yae, 
y — 2 y — (21 4- e (y 4- y)yaC, 

d’où notre équaiion intégrable fera 

dx ây 

V(* 4- * 3 ) y O 4- y 3 y 

dont l’intégrale eft exprimée en forte: 

0 “ 21 + 3 (* + >)V 2K £ f Ç(-ra- +;^)— 2 (îf -f* (£)*y+ 2 jtX a ‘ 1 +)') V5t<£ + 2t vxyy. 

H h 2 Ou 
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Cu pofons £ “ t y &i $1 “ «,t, peur avoir: 

o — nn f 2 n(x+y) | xx+yy —2(1+ i;n)xy + zvxy(x+y) f nnxxyy, 

laquelle contenant la confiante arbitraire, ;?> doit être cenfée l'intégra* 
te complette de l'équation différentielle propofée. 


25, Soit n ~ — 73 ~ 7 pour avoir: 

m \ Ç~i ; ÏD— ”i — mm '? &$—/««*, 

de forte que l’ équation intégrale foit: 

ozn/a/v — 2 v:(x -j-j<) -j- xx — 2 ( 1 -f — zmxyÇx -fjv) *f mmxxyy^ 

d’où nous concluons: 

m — t— ( 1 - 4 - mm)y — (— myy -1- 2 Y (m -f- m 3 ) ( y -f -.) 1 3 ) ^ 

1 2 /» y — j— mm y y 

m — f— ( I -f-.ww) v —l— m xx — 2 V(vi - 4 - ut 3 1 (r-f- .v 3 ) 

^ 1 2 vtx -4— mmxx 

On pourra donc exprimer algébriquement tant x par y, que y par x, 
pour fàtisfaire à l’équation différentielle propofée 

d x d y 

y (x - 4 - x 3 ) “ y (y - 4 - y 3 ) *’ 

où je remarque que, pofànt y “ o, on aura x rrr m ; 5 c fi x — 1 n, 
un aura y zr ttt. 

26. Que Iï..v marque l’intégrale /V77 — — j — prifè en 

forte, qu’elle évanouiffe au cas -r “ o, de forte que II.jt indique 
une fonction déterminée de -r, mais tranfeendante. De même ma* 

u y 

niere foit II. y = f - 77 — r rrj prenant cette intégrale en forte 

Y (.y H- y 3 ) 

que, pofànt y — o, elle évanouiflej & l’intégrale de noire équation 
différentielle pourra être repréfentée de cette façon: 

H.x = Iï.y — fl. m, 


puis- 
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puisque, fi l’on met x “ o, il devient y “ F.t cetre équation 
finie, quoique tranfeendame, doit être cenfee équivalente a l'équation 
algébrique entre x & y. Donc, pour qu’il foie tl.y * H. A* — t — ïl./r', 
il faut prendre 

(jn H“ x) ( i -f- m x) i y (m —j— t?: 3 ) (x — ï— x : ' 

y (T mx Y '■ 


Intégration de l'équation 
e d.v ày 


» x3 y — y (y yy 


27 . En employant les fondions tran (tendantes expliquées, 
nous venons de voir, que l’égalité U.q “ U.p H- fl .///, répond 
à cette équation: 


0» -4~ p ) ( r H- mp) — 2 V (m -\-m 3 )(p -j-/? 3 ), 

q — (1 — m P y '■ 

Donc, pofint m zz pour qu’il foit tl.q “ alT.p, nous aurons 

2p(i H~" ?;?) — g VCf H- p^y 

* (1 — /?/0 2 ’ 

où il'eft évident, qu’il faut changer de figne le radical, comme étant 

*P(J..+ PP) Püfons 

?») 


ambigu en foi- même: & partant q “ — . 

(x — ppY 

maintenant TI.»- “ Yl.q H— 11. m, & nous aurons 

(m — i— q)( 1 — (— mf) — (— 2 y (m — j— m 3 )(q 


(1 mq) % 3 

ce qui fera le rapport qui convient à cette égalité ïl.rzZ2ll.p -f [î,m t 

_ — 4P(t ►“h PP) 
prenant q _ 


Hh 3 


28 . Ou 
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2 S. Ou bien, fans nous embarrafler de l’extraétibn de racine, 
l’égalité ïl.q ZZ fl p — J— n.w, demande cette équation 

Q~ZZ.mm—im{p -\-q)+pp-\r qq —2 ( 1 -f mm)pq — 2 mpqÇp -f- q)+tnmppqq , 

qui fe réduit à cette tonne 

(ct -f- ^ * ^) 2 " 4-(f -\—-mm)pq, 

Faifons maintenant ” p, & l’égalité 11 .^ — 2 1 I.jp, renferme 
cette équation q{i — pp) z — 4^( r —H &. prenant ou- 
tre cela (m -F* mqr q r) 1 “ 4(1 — {— mtn)qr t - lc- 

quation entre jp & r convient à cette égalité XI. r ~ 2ÏÏ. p —f— H. w, 
Or, puisque ï?j marque une confiante quelconque, cette égalité cfl 
l’intégrale complette de cette équation: 

àr 2 à p 

VT' -+- >0 “ VO -4-7 3 )* 


29. Ecrivons maintenant x pour /?, &jtpouri', pour avoir 

2 à X' t/y 

l’équation différentielle propofec — — — rz -7- — : 

. . y.(* -h -v j ) V{y-ï-y 3 )> 

& il'efl clair que le rapporr entre .v eft algébrique, & exprimé par 
ces équation:: 

(av h— q)\i H- f»q) -f- 2 V (m -f- ;// 5 )(</ -j— q>) 

...V— (, m.jÿ > . 

, . ■ ■ & „ — jill -+- x '-*0 

& y — (, — »)■ ’ 

ou , en remettant pour q cette valeur, on aura 

' -+ + 4Çl-^X t +gAfA-+.y*y(ffl -f- J iF;3 

C(l -.Y.v) 3 — 4J«.Y (1 -J-.ya)) 1 

Ou conferVant la lettre q ZZ l’équation intégrale fera 

o — (y^—q ) 2 — '2 m ( i -4- qy) {q ~hy) ~h~ m « ( i — çy)*\ 

qui efl en même tems complette, 

: 1 T Intt- 


Intégration de réquation. 
g dx dy . 


V(x -H *’) “ Y (y -+- y 3 )' 

30. Pc- Ton s U. z “ 2ÏÏ..r — |— ÏÏ.wt, & nous venons de 
voir que le rapport algébrique entre x & z eft exprimé en forte : 

_ __ ( m — f - p ) 0 — m p) 2 y C w “H.?* 3 ) O 7 -\-~p 3 ) 

— (, — »;/.)" - ’ 

4^(1 -}- x.v) 

prcnanr p - . 

Soit maintenant.#?/ ZZ .r, ou Ü.a ZZ 3 II. jt, & on aura 

„ — +;<■)■+ 3T/(; + ^)(.r+jf») 

" - 0 — F*)* 

. 4 C 1 ■+■ xs ) 

prenant p ZZ 

* Ci 

Faifbns de plus II. y ZZ,II.a -H II.»* zz 3 IT. -f- Iï.w, & 
nous aurons: 

( m s)(r mz) — (— 2 V(« -h -h 

(1 VI c>) 1 3 

31. Donc, puisque cette égalité eft l’intégrale complerte de 

l’équation différentielle propofée ~t ~~~ — — ZZ ; 

. V(x -h xi) y (y 4 - 3.3)* 

le rapport entre x &.y fera exprimé algébriquement en forte 
4*0 -t“ xx) 


y — 


(1 jtx) 2 ' 1 

Ç p -h- *Q0 -h Pf) -1- 

( r — px )2 : 


Ÿ = 
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où il faut remarquer que, fubftiruant la- valeur de p, on aura 


? 


_ A '(3 


6xx 


.<y 


(t 


6 x x —> — 3'.v 4 ) a 


Intégration de l'équation 

4 dx dy 

Y (x —J— x 3 ) 


V(y y 3 / 

32. En pourfuivant.la mêmemrénode, le rapport entre les 
variables x & y fera exprimé par les équations algébriques fui van tes : 

4 -r (r ~4~ xx) 

^ (1 xx) * 

— (f - 4 - *00 - 4 - p*) - 4 - » y - 4 - />*)'(* -H* 3 ) 

^ (1 — px ) 2 y 

(<] -h -4~ <i*) -4- -4- y. 3 ) (■** -4- -v 3 ) 

r - O— ^) a ~ ~ 

(ru -4— r)(i -f— mr) — f— 1 Y (/« —f— m 3 )(r —j— r*) 

(1 — mr ) a ’ 

d’où il eft évidenr, comme il faut continuer ces intégrations pour tou- 

us les formules ÿjy^z ^ = ÿJJTf JTy où f» 

un nombre entier quelconque. 

Intégration de récitation 
fkdx vdy 


Y(x -4- x 3 ; — Y (y -4- y 3 )* 

3 3. Qu’on cherche premièrement par la méthode précédente 
les intégrales de ces deux égalités 

fndx ___ ^ >Jy dz 


V(x-4-x 3 ) VCa-H-s 3 )* ” V(y-4-y 3 ) ■ V(a-4-a 3 )* 

où 
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où il fuffit de prendre l’une comporte, & de fuppofcr dans l’aurre Ja 
confiante ~ o. Alors, ayant le rapport entre x & s, & entre y 
& s, on n’a qu’à 1 éliminer s, pour avoir la relation requife entre x 
& ce qui fe fera aifemenr, puisqne l’une (Sc l’autre intégration don- 
ne une valeur pour a, l’une -par x & l’autre par y y & ces deux va- 
leurs étant égalées emr’elles donnent d’abord l’équation cherchée. 


CONCLUSION, 

34. Voilà donc une folution parfaite du problème que je me 
fuis propofî, d’où il elt clair que , parmi toutes les courbes poflibles, 
que le corps M puiffe décrire étant foliieité vers deux centres de for- 
ces, il y en a une infinité qui font algébriques. Cela arrive toutes les 

fois qu’il y a dans la folution générale, E ~ o, & l’autre conftan- 

. a* fA -f- B) 2 — v* CA — B) 2 . . 

ce D “ Y t -— J: ; — 2 1 — j les lettres u & v 

(A 4 Ü 4 r 

marquant des nombres entiers quelconques. Dans ces cas on n’a qu’à 

chercher l’intégrale de l’égalité ■■ - X — ^ — 

V v- 


t* -+- * 3 ) y (y -H- > 3 )’ 

qui fera toujours algébrique, comme je viens de le faire voir, & enfui* 
te pofant 

P r -1/ ^ A B 

x — tangi^ tang^îj.y^- 


D 


A 

A 


B’ 

B 


ôc 


y ~ tanslf cot^y A _ g, 

on aura une équation algébrique entre tang ^, & tang^ij, d’où 
l’on tirera enfuite aifement une entre les coordonnées AP & PM. 



Mim. dt lAcad. Toro.XVI. 
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